Fonctions maximales centrées de Hardy-Littlewood 
pour les opérateurs de Grushin 
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Résumé. Considérons l'opérateur de Grushin sur M^xM^, = Yl^=i ^+(Sr=i ^i)^- 
Soient dcc la distance de Carnot-Carathéodory associée, dx une pseudo-distance liée à la 
solution fondamentale de Aq- On montre qu'il existe une constante A > 0, indépendante 
de n, telle que pour toute / G L^iW^ x Ru,dxdu), on a ||M/||2,i,oo < où M 

désigne la fonction maximale centrée de Hardy-Littlewood définie soit par dcc, soit par 
dx- On trouve une relation étroite entre ce sujet et la fonction de Green. 
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1 Introduction 

Considérons l'opérateur de Grushin sur M" x M^, qui a été initialement étudié par 
Grushin (voir par exemple [13j ) 



i=l * i=l 



avec 



\x 



n 

2 



Vx' X=— U=x — 
^-^ oxi ou 



oii les champs de vecteurs infiniment différent iables {Xj, [/j}i<j<„ satisfont la condition 
de Hor mander. 

Notons dcc la distance de Carnot-Carathéodory associée à {Xi, ■ ■ ■ , t/i, ■ ■ ■ , [/„}, 
voir par exemple [33]. Pour simplifier les notations, on pose 

g = {x,u),g' = {x',u') G M" x M„, s = \u- u'\, 

R' = \x\' + \x'\', a = G [-1,1], (Ll) 



1 



avec X ■ x' \e produit scalaire sur M" ; définissons pour — tt < < tt, 

fj,[a;(p) = — 5 cot(p + a . (1.2) 

sin (p sm (f 



On sait que /x(a; ■) est strictement croissante avec /i(a; 0) = et est un difféomophisme 
de ] — TT, 7r[ sur M pour — 1 < a < 1, et est un difféomophisme de ] — vr, 7r[ sur ] — |, |[ 

pour a = —1, voir les Lemmas 2.2-2.5 de [27]. Notons fj.~^{a] ■) sa fonction réciproque. On 
a (voir le Tlieorem 2.6 de 



(1) dans le cas oii x = —x' avec 2s > 7r|a:p, dcc{9,g') = V^ns. 

(2) dans d'autre cas, 

/ 5 \2 / 2s \ 

^cci9,9') = [—^) R'^{1- a cos 9) avec 9 = fi'^i^a;—j. (1.3) 

Lorsque g' = 0, on retrouve la distance de Carnot-Carathéodory sur le groupe de 
Heisenberg (voir [2]). 

On définit maintenant une pseudo- distance dx liée à la solution fondamentale de Aq 
(c'est-à-dire la fonction de Green, voir la section qui est cruciale pour cet article : 
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dK{9,g') = [^/B^TÎ2^-2x-x'y. (1.4) 

Lorsque g = 0, on retrouve la norme de Korânyi sur le groupe de Heisenberg (voir par 
exemple |12j). 

On voit que dx et dcc sont équivalentes, plus précisément, il existe une constante 
C > 1, indépendante de n, telle que 

dxig, g') < dccig, g') < Cdxig, g'), y g, g'. (1.5) 

En effet, l'inégalité à gauche est donnée par la Proposition 15. Il de cet article. Pour vérifier 
l'inégalité à droite, il suffit d'utiliser la Proposition 5.1 de [2S] et d'observer que les 
(pseudo-) distances sont indépendante de dimension. Ce sera très intéressant de savoir 
si dx est une distance sur R" x M. 

Dans la suite, on note Bxig, r) la boule ouverte de centre g et de rayon r > définie par 
la pseudo-distance dx, et Bcc{g, f) celle définie par la distance de Carnot-Carathéodory. 
Si E est un ensemble mesurable, alors on note \E\ son volume et xe sa fonction ca- 
ractéristique. On montrera que pour tout g = {x, u) et tout r > 0, on a 

1 T7 I 77 ï 

-r"+i(r + \x\)B{-, -)\S-'\ < |i?^(^, r)| < r-^\r + \x\)B{-, -)\S-'\ (1.6) 

oii IS*^"^! désigne la surface de la sphère unitaire dans M", -B(f , |) étant la fonction de 
Beta d'indices | et |. Il existe une structure de dilatation sur (M" x R, d, dg) avec d = dx 
ou bien dcc '■ 

Pour tout r > 0, définissons 



ôr-: R" X R — ^ R" X 1 
ôr{x, u) = {rx, r'^u); 
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et pour A C M" X M, définissons SrA = {ôr{g); g G A}. Alors, pour tous g, g' et tout r > 0, 
on a 

d{ôr{g),Sr{g')) = rd{g,g'), B{g,r) = <5,i?(5,-i(?, 1), \B{g,r)\ = r"+2|5(<5,-i(?, 1)|, 

avec B = Bk ou bien B = Bec- Cependant, (R" x R, d, dg) n'a pas de la propiété 
d'invariance par translation. 

Par les Propositions 15.11 et 15.21 ci-après, il existe une constante c > telle que pour 
tout n G N*, tout 5( G R" X R et tout r > 0, on a 

c\BK{g.r)\ < \Bcc{g.r)\ < \BK{g.r)\. (1.7) 

En particulier, f ll.6p et f ll.7p nous disent que (R" x R, d, dg) est un espace de nature 
homogène au sens de Coifman-Weiss (voir [8]). 

Pour / G L\^^{W^ x r), on définit les deux fonctions maximales centrées de Hardy- 
Littlewood Mxf et Mccf respectivement par 

MKfig) = snp\BKig,r)\-' [ \f{g')\dg', Wg, 

r>0 JBK{g,r) 

Mccf (g) = snp\Bccig,r)\-' [ \f{g')\dg', \fg. 

r>0 JBcc(g,r) 

Notre résultat principal est le 

Théorème 1.1 // existe une constante L > telle que pour tout n G N*, on a 

||M/|Ui,o. <Ln||/||i, V/GLi(R"xR), (1.8) 

avec M = Mk ou bien M = Mec- 

Ce type d'estimation a été obtenu par Stein et Stromberg dans le cadre des espaces 
euclidiens pour la fonction maximale standard de Hardy-Littlewood (voir [32] )■ Remar- 
quons que l'estimation précédente a été obtenue dans [20] sur les groupes de Heisenberg 
pour la fonction maximale définie par la distance de Carnot-Carathéodory ou bien par 
celle de Korânyi. 

Par (11.41) . fll.6p et (ll.7p . on peut montrer que (R" x Mjdcc^dg) satisfait la propriété 
de "strong n + 1-microdoubling with constant Li" au sens de [2S], i.e. 

\Bcc{g', (1 + ^)^)l < L,\Bcc{g,r)\, \Jg,r> 0,^' G Bcc{g.r). 
n + 1 

Par le CoroUary 1.2 de [25], qui est motivée par [32] et valable dans une situation très 
générale, il existe une constante C(Li) > 0, indépendente de n, telle que 

<C(Li)(n + l)ln(n + l)||/|Ui, V/ G L^. (1.9) 

Pour d'autres travaux au sujet des estimations de type (11.91) et (11.81) . voir [32], [22] et 
leurs références. 
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L'idée principale de la démonstration du Théorème 11 .ll est d'utiliser "the Hopf-Dunford- 
Scliwartz maximal ergodic tlieorem" (voir [9] pp. 690-691) comme dans p2]. Afin de com- 
prendre d'oii vient l'estimation f ll.Sp . on explique brièvement, au point de vue de la fonc- 
tion de Green, la preuve de Stein-Stromberg dans le cadre des espaces euclidiens : 
en notant e'*^*" {h > 0) le semi-groupe de la chaleur, par "the Hopf-Dunford-Schwartz 
maximal ergodic theorem" et la structure de dilatation sur M", il suffit de montrer qu'il 
existe une constante A > 0, indépendante de n (> 3, si l'on veut), telle que pour un 
certain s{n) > 0, tout x G M" et pour tout x ^ x' E i?iRn(a;, 1), on a 



\Bm4xA)\-' < An- 



s[n] 



An 



s[n) L 



s{n) 



{x, x') dh 



[X, X 



par la formule explicite du noyau de la chaleur sur R", en choisissant s{n) = ^, on voit 
qu'il existe une constante c > 0, indépendante de n, telle que 



— A]Kn) — ( — Aj 



{x,x') > c{-AKn)-\x,x'),x ^ x' e Bu^{x,l). (1.10) 



Pour terminer la preuve, il suffit d'utiliser le fait que pour n > 3, 



-Allîn 



/|2-n 



Remarquons que (— Aj 

, — Affin) — I 

En gros, il faut prendre 



'lgs(n)Aj 



n{n — 2) 
est positif, on a 



B^n{x,l)\-\ 



-A»n)-ie^(")^» 



inf I 

x^x' aB^gn (a;,l),n>3 



{x,x') < (-AiR")"^(x,x') 
= n telle que 

{n)\B^r^{x,l)\n{-/^^r^)~'^{x,x') >0, 



:i.iii 



et on obtient f ll.Sp avec n = (t){n). On remarque que le résultat de [20] peut aussi être 
expliqué par une estimation de type f ll.lip . Naturellement, on s'intéresse à étudier la fonc- 
tion de Green pour l'opérateur de Grushin et à étudier une estimation de type (ll.lip . Ça 
nous explique pourquoi la pseudo-distance s'introduit et pourquoi on a le théorème 11.11 
Evidemment, cette explication n'est pas sérieuse puisqu'on ne sait pas comment établir 
l'estimation de type fll.lOp dans le cadre des groupes de Heisenberg et des opérateurs de 
Grushin. Remarquons qu'on a obtenu dans [19j et dans |2I] des estimations asymptotiques 
du noyau de la chaleur sur les groupes de Heisenberg et pour Ag respectivement ; cepen- 
dant, ces estimations ne sont pas uniformément en dimension (ce sera très intéressant 
de considérer ce problème et d'étudier l'estimation de type fll.lOp ). Donc, on utilisera le 
noyau de Poisson comme dans [20] au lieu du noyau de la chaleur utilisé dans [32]. Dans 
les grandes lignes, il s'agit d'une estimation de type 



inf 0(n)|S(x,l)|v^(-A)-^(a;,2;') > 0, 

xj!^x'&B{x,l),n>Z 



(1.12) 
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où le choix de yjn est optimal à part d'une constante universelle comme on a expliqué 
dans [20]. Voir l'appendice pour plus d'explication. 

Dans [23] , on s'adapte les méthodes de cet article et de [20] pour qu'ils soient valables 
dans des situations beaucoup plus compliquées. Plus précisément, sur les espaces hyper- 
boliques réel de dimension n (n > 2), H", qui sont à croissance exponentielle du volume, 
on montre qu'il existe une constante L > 0, indépendante de n, telle que 

||M||ii^ii,oo < Lnlnn, 

oii M désigne la fonction maximale centrée de Hardy-Littlewood sur H". 

Cet article est organisé de la façon suivante : on considéra dans la section [2] la fonction 
de Green pour l'opérateur de Grushin et la pseudo-distance dx- On étudiera les estimations 
uniformément asymptotiques du noyau de Poisson dans la section |3l La démonstration 
du Théorème 11.11 sera donnée dans la section H] pour M = Mk et dans la section |5] pour 
M = Mec- 

1.1 Notations 

Dans toute la suite, c. A, etc. désigneront des constantes universelles qui peuvent 
changer d'une ligne à l'autre. 

Pour deux fonctions / et g, on dit que / = 0(g) s'il existe une constante c > telle 

que l/l < c\g\ ; que / = o{g) si lim ^ = ; et que f ^ g s'il existe une constante A > 1 

telle que A'^f < g < Af . 



2 La fonction de Green pour l'opérateur de Grushin 

Après avoir fini ce travail, on trouve que dans [I], Beals et al. ont obtenu une ex- 
pression pour la fonction de Green dans une situation un peu plus générale. Cependant, 
leur expression n'est ni claire, ni pratique pour cet article, surtout elle n'offert aucune 
information pour s'introduire naturellement la pseudo-distance dx, qui est essentiel pour 
ce travail. On utilisera une autre méthode pour donner la fonction de Green. 

Soit ph = Ph''^ {h > 0) le noyau de la chaleur (c'est-à-dire le noyau intégral de e^^^) 
sur (R" X M, Ag, dg). L'expression explicite suivante de ph a été obtenue par Paulat dans 

m : 

u), ix\ u')) = (4^/i)-t-ii^(i-(|xp + |xf ), I |f^f,2 ;^l» - ^'D' (2-1) 

Ah \xf + \x f An 

ou la fonction K est définie sur R+ x [—1,1] x M_|_ par 

^(■si, «2; ss) = / ( . , ) " exp (2zA53 - gi(AcothA ——S2)]dX. (2.2) 

JigVsmhA/ V smhA / 

La fonction de Green est donnée par 

/•+00 

{-/\G)-\g.g')= / PH{g.g')dh- 

Jo 



5 



notons 



X = X{g, g', A) - h'"^-^ exp | ^ (^i{2sX) - R^{X coth A - ^t^û)) } dh, 
on a (formulement) 

(-Ao)-'(j,j') = (4irrï-' 



— ) 

sinh A/ 



XdX. 



Par le changement de variable 

i?2(AcothA - -r\j-a) - i{2sX) 



7 



sinh X 

Ah 



on voit que 



X = 



i?2(AcothA- 


sinh A 


-i(2sA)] 


/'+00 


4 J 
4 ] 




iî2(AcotliA- 


sinh X ^) 


-i(2sA)J 



72 -"-e '''^7 



donc, 



(-Ao)-'tes') = jPr 



i?^ cosh A -i(2s sinh A) -i^^a dX 



Posons 



et < < f telle que 



e-'^ ^ D],\R^,2s)[R^ -i{2s)]. 



On a alors 



i?^ cosh A - i{2s sinh A) = D']^{R^ , 2s) cosh (A - 



et formulement 



r(f) 

47rï+i 

r(f) 

47rï+i 



/ [L>^(i?^2s)cosh(A 



Dj^{R\2s) œshX - R'a 



dX. 



dX 



(2.3) 
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En utilisant l'expression intégrale de la fonction de Legendre P_i ^ (voir [10] p. 156), 

2 

on peut obtenir une expression pour {—Ag)^^- Cependant, ce n'est pas nécessaire pour 
cet article. Remarquons que la dimension homogène de (R*^ x R, A^, dg) est de n + 2. En 
rappelant l'estimation classique de la fonction de Green hypoelliptique (voir par exemple 
[29] . |T7j, [TT] et ^1], qui peut aussi être expliquée facilement par les estimations classiques 
du noyau de la chaleur), on écrit naturellement 





-1 


r(f 


) 




-1 


r(f) 






(1 



{Dl{R'^, 2s) - R^a) + 2D|(/?^ 2s) sinh^ 



A 



-Sk^9.^) 



2D|(^ A 

à\{g.9') 2 

2D\{R^,2s) . ^2 
1 H ^4 — -r^ smh^ A 







à\{g,g') 



dX 



dX. 



Pour simplifier les notations, posons 



Y 



On voit facilement que 



+00 



1 + 



2Dl{R\2s) 

dxig^g') 



sinh A 



dX. 



2Dl{R^,2s) 



> 1. 



dK{g,g') 

On montrera qu'il existe une constante c > 1, indépendante de (n, ^^^t^-^t^), telle que 



pour tout n > 2 et tout 



dU9,9') - ^' 



_i _i dK{g,g') 
c n 2. 



< Y < en 2 



dKig,g') 

Dk{R^,2s) - ^ Dk{R^,2s) 
En fait, puisque sinh A > A pour tout A > 0, on a 



(2.4) 



Y < 



+00 



2Dl{R^,2s) 
dK{g,g') 



dX 



1 dK{g,g') _^,n_ 



2V2 Dk{R^2s) 



2 '2^' 



voir \XQ\ p. 10 (16). On sait qu'il existe une constante C > telle que B{ ^ , 
pour tout n > 2. Donc, on obtient la majoration de Y. 
D'ailleurs, on a 



< Cn 



Y 



+00 



exp 



- In (IH — smh^ A) 

2 ^ dl{g,g') ' 



dX. 



Or, 



sinhA<2A, VO < A < 1, ln(l + s)<s, Vs > 0, 



on a 



1 

Y > / exp 
'o 

^2 ,„2 



dX 



> 



n 2DU^^ 



exp 



2 



dA 



Par conséquent, il existe une constante > 1 telle que pour tout n > 2 et tous g ^ (?', 



on a 



{9,9 )n Dk{b?,2s) 



< Al. 



(2.5) 



47r? 



2.1 Estimation de \BK{g,'^)\ 



Le but de cette sous-section est de montrer l'estimation (11.61) . Par la structure de 
dilatation, il suffit de considérer le cas oii r = 1. 
Rappelons que 



d\{{x,u),{x\u')) = Vd^P + |xf )2 + {2\u' - m|)2 - 2x' ■ X, 
on constate d'abord que 

{x, u) e BkHx, u),1)^ {2\u - u\f < (1 + 2x' ■ xf - (|a;p + |xf )^ 
puis, par le fait que 

(1 + 2x' ■ xf - (|x|2 + |xf )2 = (1 - la;' - • (1 + \x' + x\^), 

que 



{x' , u) G Bk{{x, u), 1) <^==^ |x' — x| < 1, 2\u — u\ < a/1 — |x' — ■ a/1 + |x' + xp.(2.6) 
Par conséquent. 



|5^((x,m),1)| = / 

'|x'-x|<i 



iui<i 



(2.7) 



par le changement de variable x' = x — z. Comme 

max(2|x| - 1, 0) < \lx -z\< 2\x\ + 1, 'i\z\ < 1, 



on voit facilement que 



^(1 + kl) < x/l + \2x - z\^ < 2(1 + l^l). (2i 



D'ailleurs, 



[ - \z\^dz = [ r"-^VÏ^dr\S''-^\ 

J\z\<l Jo 

= f\^-i./T:rhdh = -\s''-'\B{-,-). 

T 'Jo 2' ' ^2'2^ 

(ETD et (ESD impliquent f lLÏÏl) . 
Remarquons que 

< 1 ^ (^', 2s) < ^dl{g,g') + W < 1 + (|x| + |x'|) < 2(1 + |x|), (2.9) 

n 

par le fait que jS"""^! = 2j?^, on déduit de (11.61) et de (12.51) qu'une estimation de type 
(ll.lip avec ^(ra) = n, i.e. 

inf n\BK{gA)\n{-^Gr\9.g') > 
qui est le point de départ de cet article. 

3 Estimations uniformément asymptotiques du noyau 
de Poisson pour (W^ x M, A^, dg) 



On suit la stratégie de [501 . Il faut dire qu'une estimation inférieure uniformément du 
noyau de Poisson est suffisante pour démontrer le Théorème 11.11 

Soit Pfi = pI^^ {h > 0) le noyau de Poisson (c'est-à-dire le noyau intégral de e~^^^^~^). 
Par convention, on note P = Pi. Notons Q = n + 2. Par la structure de dilatation, on a 

Ph{g,g') = h-Qpiô^Mg),àh-^{9')), wh> o,g,g' em" xm. 

On a les estimations uniformément asymptotiques de P, donc celles de Ph, comme 
suit : 
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Proposition 3.1 Soit [/ ^ 1. Lorsque n — > +00, pour dK{g,g') > V^fn, on a 
/sin0\|r(f + f) 1 dK{g,g') ,n l^-Q-i/ a 
n 



^dxig^g' 

où < < f est déterminé par e"*"^ = D^^{R^, 2s)[R^ - i{2s)]. 
Preuve. Rappelons que 

.r^ 1 



+00 



^ , h-^e-^e'^'^dh, 
2v7r Jo 

on insère (12. ip dans la formule précédente, et par le théorème de Fubini, on obtient 



Pig,g') 



1 1 



20? (47r)t+i Jjg VsinhA 



T 



A 



d\, 



avec 



T 



+00 



_ n 5^ 

Al 2 2 exp 



4/1 L 



z(2sA) - i?^(AcothA - a- 



X 



sinh A ' 



- 1 



dh. 



En utilisant le changement de variable 7 = ^+-^ (''^'^"^^''^ "smhA) <2sA) ^ ^^.^ 



T 



Ll + iî2(^cothA - a 



A 



sinh A ' 



i(2sA)J 



n I 3 o 

^2 2^' 



donc, 

P{g,g') 



r(f + 1; 



TT 2 ^ 2 



A 



sinh A 



1 + i?^(AcothA - a 



A 



sinh A 



-i(2sA) 



n 3 

" 2 2 



r(t + i; 



TT 2 2 



/ sinh j ^ I ^^^^ 



V A 



A 



1 + iî^(AcothA - a 



A 



sinh A ' 



dX 
{2sX)]]' 



Posons 



/(i^^2s,a;A) = 1 + i?2(A coth A - a- 



A 



i(2sA) 



A 



sinh A 



sinh A 

Dl{R^, 2s) cosh (A - icp) - R^a 



par ([23D, avec < < f défini par e"*"^ = Dj^^R^, 2s)[R^ - i{2s)]. 
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On sait bien que 3î/(i?^, 2s, a; A) > 1 pour tout < Q^A < |, voir le Lemma 4.3 de 
[27] . Aussi, pour tout < < | et tout (5i G M, on a 

sinh + z/32) /3i sinh /3i cos /32 + /î^2 sin /32 cosh /3i 
jt ^ = > U. 



^1 + 



/5f + /5i 



Définissons 



F(A) 



sinh A 
A 



sinh A 
A 



+ (Di^iW, 2s) cosh (A - i0) - /î^a) 



n 3 

" 2 2 



en choisissons la branche principale de la fonction racine carée. Alors, F est analytique 
sur 



^] = {A G C;0 < ÏÏA < -}, 



et continue sur f2. De plus, on a 

_lim |F(A)| = 0. 

A6rî,|A| — >+oo 

Par le théorème fondamental de Cauchy, on a donc 



[ F{X) d\= [ F(A + dX = W, 
Jr Jr 



avec 



W 



sinh (A + i(, 

X + iè 



) ^ rV^ + ^^^ + 2.) cosh A - iî^a) 

/ L X + iç 



n 3 

" 2 2 



dA 



sinh (A + i^) \ I r 2 / /n sinh (A + i 



9)+ 



Al 



2Dl{R^,2s) sinh^- 



ri 3 

' 2 2 



dA. 



le 



X + i(j) J r^^^'^^ ' x + i(j) 
Par conséquent, pour terminer la preuve de la Proposition 13. ![ il nous reste à montrer 

Lemme 3.2 Soit U ^ 1. Lorsque n — )■ +00, pour dK{g,g') > Uy/n, on a 



n 



Preuve. Posons 



Wi 
W2 



''^ fsmh {X + i(p}\2 



X + ic 



'\M> 



/sinh (A + i(f)) 
1 V X + i(f) 



4to■i>') + "'";''t'^' +2fl^(J^^2.)Binh'^ 

A + îffl 2 



ri 3 

" 2 2 



dA, 



n 3 



dX. 
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On a alors W — Wi + W2. On commence par estimer W2. On constate d'abord que 



sinh {X + i(i 



X + icj) 



n 



<coshA, VO < < -, |A| > 1. 

2 



Donc, pour n — > +00 avec (-\/2D^(i?^, 2s) >)dK{g,g') na, on a 



IW2I < 



(4(^, g') - 1) + {2Dl{R\ 2s) - 2) sinh 



A_, n 3 



|A|>1 

+00 



< 2 



{d%(g, g') - 2) + (2D^(i^^ 2s) - 2) sinh 



A_, n 3 



(cosh A) 2 d\ 

3 

(cosh A) 2 (iA 



< 2(d%(g,g')-2)-'è-^ f (1 + sinh^ ■^)-5-5(2 cosh ^ sinh ^)5 t^A 

Ji 2 2 2 

< (4(^,^0 -2)-^-i-(coshi)-" 

= dK-''"'(g,g')e""+'"°""'^'<''''''»o(""') 
= </,«-'te,9')(l + 0(^))o(n-). 

Il nous reste à étudier Wi : 

On constate d'abord que pour — l<A<letO<ç!><|, ona 



/sinh (A + ict))" 
V X + i(f) 



)'^(!^^)'[l + 0,A) 



1 



cosh 



1 + 0(A2), 



et si on a de plus ,^ -C 1, alors 



A + z0 z 



n _ 3 

" 2 2 



4(^,5') + 2/^^(iî',2s)sinh 



A 



n _ 3 
" 2 2 



X exp 



sinh (X+i(f>) 
X+Ï4) 



2 ■ 2^'^n^+i+a^^(^3i„h^Adi,(5,^o 



0,0'))} 



2D^(i^^2s) _,2A 
2 



sinh^ 



On peut donc écrire 



dl{g,g') 

2Dl{R\2s) _,2A 
2 



sinh^ 



n 3 

' 2 2 



n 3 

' 2 2 



l + 0( 
cosh 



A 1 



2 cosh I 



1 + Q( ,2, ,J 







X 



2D|0R!^^.^^.A 



ri 3 

' 2 2 



cosh 



l + 0( 



1 + 0(A) dA 
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Par conséquent, pour terminer la preuve du Lemme [3l2l il faut montrer que 



1 dK{g,g') 



n_ ^ 

' 2 2 



cosli 



A 



l + 0( 



n 



d\{g,g') 

n 

d\{g,g') 



1 + 0(A) 



(3.1) 



En fait, d'une part, on remarque d'abord que 



J-S^ dU9,g') 2 



cosh — dX 
2 



+ 00 



+ 00 



sinh i 



1 dK{g,g') 



W2Dk{R\2s) 



+ 00 



d\{,g.g') 

f + OO 



n_ 3 
" 2 2 



D^(fl2,2s) 



7^ sinh i 



1 + A^ 



3 

" 2 2 



rfA, 



puis, par le fait que 



+00 



+ 00 



dK(a,9') 2 



1 + A^ 



1 + A^ 



c/A 



+ (voir [lOj p.lO (16)), 



d\ < ( sinh - 



1n-i /•+'^ 



sinh : 



1 + A^ 



XdX 



sinh 



, cosh - 
n + l\ 2. 



et que 



^2 2' 



1 r(f + 1) 



2^r(f + 1 



+ ^(1 + 0(1)), 



n 



2 2 

+00, (voir [15] p. 6 et p. 12) 



on a 



2Dl{R\2s) . ^2 A\-t-f ^ A^, 

— smh^ - cosh - dX 

dl{g.g') 2) 2 



2^^4¥\BC^ + lMl + 0{n 
^Dk{R^,2s) 4 '2^L ^ 



n 



+ 00. 



D'autre part, puisque sinh/i > h pour tout < /i < 1, on a 



-1 



rï. 3 ^ 

cosh — dX 
2 



< 2 f 2 sinh - f 1 + ^^11^'',^'^ sinh^ -) """^ cosh - dX 

- l 2\ dl{g,g') 2) 2 

f^- / 2Dl{R\2s) 

- Jo ^ dl{g,g') 



dy < 



n + l^DK{R\2sy 
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par le fait que -^ d^I'J'I) ^ ^■ 
On obtient donc (13. ip . 



4 Preuve du Théorème 11.11 pour M = M 



Comme 

Ph{g)>0, ygeWxR, \\Ph\\i = l, V/i>0, 
par "the Hopf-Dunford-Schwartz maximal ergodic theorem", on a 



^;sup- / e 



f{g) dh> X 



< - 
- A 



1) 



VA > 0, / G L 



1 fjran 



X 



Pour montrer le Théorème 11.11 il nous reste à montrer qu'il existe une constante A > 
telle que pour n assez grand, on a 



1 /■* 

Mxfig) < Ansnp- / e'^"^^ /(g) dh, G R" x M,0 < / G 
t>o t Jq 



X 



Par la structure de dilatation sur (M" x M, Aq, dg), il suffit de montrer qu'il existe une 
constante L > telle que pour n assez grand, avec un t{n) > bien choisi, on a pour tout 
g et tout g^ g' e Bxig, 1) 



dh 



n 



tin) 



h'Qp{ôh-.{g),5h~r{g'))dh. (4.1) 



t{n) Jo 

Choisissons ^ 1 et t{n) = {Uy/n)~^, pour < d^^g^g') < 1, on constate d'abord 



que 



1 r'^niTr^ 
— h-Qpi5,-^{g),6,-^{g'))dh>UV^ " /i-'3p((5,-i(^), 
^) Jo Jo 



t 



dh, 



puis, par la Proposition 13. H que 



tin) Jo 



h-'^P{ô,-i{g),ô,-i{g'))dh 



>R{n-g,g')U^j^ /i + 0(_L)) (^1 + 0(n-^)) . 
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avec 



R{n; g, g') = f ^) ' '^^^2^B{^ + 1, -)^4¥KdK''-\9, g')- 
Si U est choisi assez grand, lorsque n — y +oo, on aura pour tout < dK{g,g') < 1, 



sm 2 i l ô ) TT wn 



7rt Dk{R^,2s) 8U' 



par le fait que S(f + 1, ^ = et que r(f + 1) = fr(f ). Or, IS"""!! = 2^, on 

a donc 

1 ^„ /sin(i)\l TT-i 



tn) 



Puisque > | pour tout <(;/>< |, pour démontrer ( 14. ip . il nous reste à montrer 
qu'il existe une constante C > telle que : 

^J|f|iL>a V.'.B.(..l),«.n.N.. (4.2) 



3 

n2 



Ce qui est vraie par fl2.9p . fll.6p et 



n/'^ 3, _3 



On a donc montré le Théorème 1 1 . 1 1 pour M = Mx- 



5 Preuve du Théorème 11.11 pour M = Mec 



On voit facilement d'après la section H] que pour montrer le Théorème 11.11 pour M 
Mec, il suffit d'établir les deux propositions suivantes : 

Proposition 5.1 On a dK{g,g') < dcc{g,g') pour tous g,g'. 

Proposition 5.2 // existe une constante c > telle que 

\Bcc{9,l)\>c\BK{gA)\, yg,neN*. 
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5.1 Preuve de la Proposition [57T] 

I. Dans le cas où x' = —x et 2s > 7r|xp, on a 



x\ 



On remarque d'abord que a/22 + tt^ < tt^ — 2, puis que Trh > \/2?~+~h? + 2 pour tout 
/i > TT, on obtient dK{g,g') < dcc{g,g')- 
II. Dans d'autres cas : Rappelons que 



dUg, g') = VR"" + (2s)2 - 2x' ■ X, 

avec < ^ < TT satisfaisant 



dlcig^g') 



e 



sin 9 



R^{1 - acosO), 



2s e ^ l-Ocote , 

cot e + a — = ^(a; 9) > 0. 



R"^ sin^e ' sine 

Définissons pour < w < vr, — 1 < r < 1, 



[1 — r cosoj) + r 



UJ 



sin^ u 



cot u + r- 



1 — UJ cot OJ \ 2 



vsma; 

il nous reste à montrer que 

G'(r,w)>l, VO < w < ^,-1 < r < 1. 
Pour montrer (15.ip . il suffit d'obtenir les estimations suivantes : 

G'(-l,a;)>l, V0<a;<7r 



sma; 



G'(l,a;)>l, VO<a;< 



TT 



inf ^G'(r, a;)= inf ^ min{G'(— 1, w), ^(l, a;)}, 
inf 



-l<r<l,0<t^<f 



-l<r<l,|<w<7r 



G(r,a;)= inf ^(-1,0;) 

f <w<7r 



(5.1) 

(5.2) 
(5.3) 
(5.4) 

(5.5) 



La démonstration de (15. 21) et (15.31) est élémentaire, mais il y a beaucoup de calcul des 
dérivées, on utilisera le logiciel Mathematica pour réduire notre tâche. 
Preuve de (15.21) . On constate que 



^(-1,^;) 



smo; 



'1 + cosw) — 1 



Vsinf 



- 1 


2 


" UJ 




-siv? u 


U) 

2 




cot-j 


sin^ 


Ul 

2 



— cot UJ 
2 



1 — U cot U 



smw 



En notant y 



il nous reste à montrer que 



sm y 



- 1 



sin^ y 



TT 



cot y > 1, VO < y < -. 
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On a évidemment Zi{0) = 1, par le théorème des accroissements finis, il suffit de 
montrer que Z[{y) > pour tout < ?/ < |. En fait, en utilisant le logiciel Mathematica, 
on a 



z[{y) 



1 



'1 + 62/^ - I6y^) cos y - (1 + 2y^) cos {3y) + 2y{-5 + 8?/^ + cos 2y) sin y 



sm y i 
Posons 

z^{y) = (1 + 6y^ — I6y'^) cosy — (1 + 2y'^) cos {3y) + 2y{—5 + 8y'^ + cos2î/) sin y. 

De la même façon, comme 2;*(0) = 0, il nous reste à montrer que zl{y) > pour tout 
< y < ^. En utilisant encore une fois le logiciel Mathematica, on a 

zl{y) = 4î/cos j/(sin^ y — I2y^) + 42/^(12 + Ay^ + 3 cos {2y)) siny — 16 sin^ y, 
par un calcul soigneux, on peut écrire (ou bien le vérifier par Mathematica) 

Kiy) = 4|4ï/^siny(î/^ - sin^l/) + siny(î/^ - sin^y) 

+ (sin y — y cos y){12y'^ — 2y sin y cos y — 3 sin^ ?/) | > 0, 

pour tout < y < |, en utilisant les inégalités élémentaires 



smy 
1 > > 

y 



sm y 

y 



> cosy, VO < y < TT. 



Ceci achève la preuve de fl5.2p . 
Preuve de (15.3p . Observons que 



smu 



M- 



ai N 2 
2 



L VcoS' 



1 — cos w) + 1 

2 



U 1 — U COt U 1 2 

-^5 cot uj H : 



Lsm u 



sma; 



+ 1 



+ tan ■ 



cos 



2 ^ ■ 2 



En notant y 



Z2{y) 



2 ' 



il nous reste à montrer que 



y 



cos y 



1 2 



1 



cos^ y 



tan 2/ > 1, VO <?/<-. 



On voit que ^2(0) = 0, et par Mathematica, que 
2 



z'^iy) 



COS"' y 

Il nous reste à montrer que 



(cos y + ysiny) {8y + 2y cos {2y) — sin {2y) ) . 



V{h) = h-^ + hcosh- sinh > 0, VO < /i< -, 
ce qui est vraie puisque V{0) = et V'{h) = h{3h — sin h) > 0. 



(5.6) 
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Preuve de f l5.4p -( l531) . Définissons pour — l<r<l,0<aj<7r, 

^,,/a;\2 uj 1 — cjcotw 

$>(r, a;)= ) (1 — r coso;) + r, fi[r;u) = — 5 cotu + r , 

V sm a; / sin co sm u 

Gi{r, uj) = $(r, u) - fi{r; u), G2{r, u) = $(r, u) + yu(r; u). 
Rappelons que fi> 0. On observe d'abord que $ > 1, puisque pour tout < w < tt, 

^ = 1 _ (^)%os. > 0. *(-!,.) = 2{^y - 1 > 1. 

or \ sm u/ V sm J 

On a donc G2 > 1- 

Remarquons que G = G\ ■ G2- On va montrer les estimations suivantes : 

^^4^ >0,V0 <cj < > pour ^ < a; < TT et < pour < a; < ^.(5.7) 

or or ^ ^ 

On admet (15 .7^ pour l'instant et on continue avec la démonstration de fl5.4p - fl5.5p : 

Pour < OJ < I fixé. Puisque ^ g^a''^'* = 2 ^'"^^J''^'' ^'^gj'''^'' < 0, G'(-,Co') est une fonction 

concave et inf_i<r<i G'(-, = min{G'(— 1, w), G'(l, w)}. On obtient donc (15. 4p . 

Pour I < w < TT fixé. On déduit de (15. 7p que G\{r,iS) > G'i(— l,a;). Par le fait que 

G2 > 1, G{-l,u) = Gi{-l,uj)Gi{~l,u) et 05.21) impliquent que Gi{-l,u) > et donc 

Gi > 0. Par conséquent, 

â = â G2{r,u) + Gi{r,u) > 0, 

or or or 

et on obtient (15. 5p . 

Preuve de (15.7p . Observons que 

dG2(r,u) ( ^ u? \ \ ( ^ bj \ r. 

=1 9 — cos ijj ) H 1 cos a; ) > 0, 

Or V sin uj / sin uj V sin uj / 

par (15.61) . 

Remarquons que 

dGi(r,u) ^1 UJ ,1 a; , 

^ ^ 1 - h cosa;( ^ 



dr sin a; sincj sincu sin a;' 

Pour 1 < a» < ^, on a évidemment ^'^gj'''^'' < 0. 
Pour < a; < 1, par (EU), on a ^^^^ < 0. 
Pour I < w < TT, pour démontrer ^^^g^'"^^ > 0, en posant 

,2 , , „• , , „„„ , ,/, ,2 



i^(a;) = sin a; — sin a; — cos a; (a; —ui), 

il suffit de montrer que K{uj) > pour tout | < < tt. Ce qui est vraie puisque K{^) = 
et 

K'{u) = 2(sinu; — u) cos a; + (oj^ — u) sin a; > 0, V— < a; < vr. 

2 

Ceci achève la preuve de (15.7p . ■ 
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5.2 Preuve de la Proposition 15.21 

On voit que pour tout u G M et tout a; G M", on a 

\Bcc{{x,u),l)\ = |Bcc((x,0),l)|, \Bk{{x,u),1)\ = \Bk{{x,0),1)\. 

Il suffit de montrer qu'il existe une constante c > 0, indépendante de n, telle que 

\Bcciix,0)A)\ > c|5x((x,0),l)|, VxgM^ 

Lorsque x = 0, il suffit de modifier un peu la preuve du Lemme 5.2 de [20] dans le 
cadre des groupes de Heisenberg. On peut donc supposer dans la suite x 0. 
Définissons pour — vr < < tt et — 1 < r < 1, 

oj X X 2u; — sin2a; 



'^{r,u) = ( ) (1 — rcosa;), 

V sin uj / 



2u'^ sin u 

On aura besoin des femmes suivants : 

Lemme 5.3 Soit —l<r<l.La fonction paire "^{r,-) est strictement croissante sur 
[0,7r). 

Lemme 5.4 On a 

inf E{u) = S(^) = l (5.8) 

Lemme 5.5 A l'exception d'un ensemble de mesure nulle, on a 
Bcc{{x,0),l) 

= l(x',t');( ^ (1 — a cosu) < l,t' = -u( a; ijj)R'^, —ir < u < 7v\ = T,i 

l Ksmu/ 2 J 

= u); \x' — x| < 1, —^0 < UJ < Oq < n, avec 

\x' - + 2x' ■ x{l - cos^o) = {—^y} = ^2- (5.9) 

On admet les lemmes pour l'instant et on continue avec la preuve de la Proposition 
Par le Lemme 15. 5[ on a 

\Bcci{x,0),l)\= [[ dx'dt' = [[ —fi'{a;u)dujdx'=[ R^^{a-eo)dz, 



ou 



= + \x'\'^ = |zp + 2{\x\^ + x- z), a 
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2(|x| 


+ X ■ z) 


\z\ 


|2 + 2 


{\x\ 


l"^ + X ■ z) 



et < ^0 = ^0(3;, z) < n est défini par 

|z|^ + 2(|x|^ + X ■ z){l - cos6'o) 

Donc, 

\Bcc{oA)\ 

+ 2(|xp + x- 
' sin 9q\'^ 



sin é'n \ 2 



60 



(5.10) 



\z\<l 



. cot ^0) + 2(|a;P + x ■ z)- — ^° ^"^^ ^° !> 



\z\<l 



\z\<l 



+ 2(|a;| +x-z)cos6q 



9n 



sin ^0 



cot 6^0 ) + 2{\x\'^ + X-Z 



1 — ^0 cot ^0 



sin 6*0 



/sin0o\V 6», 



V ^ ^ sin^ 6n 



— cot ^0 ) + 2(|x|^ + X ■ 2;) sin 6*0 



dz. 



Rappelons que (voir ([23]) et (12^]) ) 

4-^(1 + v^l - \z\'^dz < |Sk((x,0),1)| < 2(1 + 1x1) / y^ï^\^dz. 

J\z\<l J\z\<l 



'\z\<l J\z\<l 

Il nous reste à montrer qu'il existe une constante c > 0, indépendante de (n, x, z), telle 



que 



J = J(x, z) = ° ^ + 2(|xp + X ■ 2) sin^o > c(l + |x|)Vl - |z|2, \z\ < 1, (5.11) 

26'o 

avec < 00 < TT déterminé par (]5.10p . 



5.3 Preuve de ( I5TTI ) 



Cas 1. |x| > 2. On déduit de fISÏÔD que 

'sin 6*0X2 



) >2|x|(|x|-l)(l-cos^o), 



par (15.61) . on a 6*0 < f. Donc, d'une part. 



sin Ôq 



J > 2(|x|2 + x- z) sin^o > 2|x|(|x| - l)—^eo > -\x\'eo > 



(l + |x|) 



TT 



TT 



d'autre part, (I5.10p implique que 

' sin 6*0 \ 2 



1 - z 



1 - 



j + 2(|x|^ + X ■ 2)(1 - cosélo) 



^0 — sin ^0 ^0 + sin 6*0 , , I I / 1 I , x ^ . 2 ^0 



< 2 



do do 
6q — sin 6q 



+ 4|x|(|x| + — — ■ z) sin — 
X 2 



Oo 



+ |x|(|x| + 1)^2^ par ([52]). 
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Or, en utilisant le développement de Taylor d'ordre 3 autour de l'origine pour sin on a 
+ cx) > Cl = sup > mf = Cl > 0. (5.12) 

0<w<7r 0<w<7r ijj^ 

Donc, 



1- kr < 



2Ci + \x\(\x\ + 1) < 2(Ci + 2)|x|X, 



et on obtient f lS.lip dans le cas oii |x| > 2. 
Cas 2. \x\ < 2. Il suffit de montrer que 



200 - sin 2^0 
2^1 



+ 2(|xp + x-2) sinélo > cWl 



sin 6*0 \ 2 



2 ^0 



Observons que |xp + x ■ 2; < |xp + < 6 et que 



sin 9q\'^ 



4(|xp + X ■ z) sin — . 



6*0 



./i i2 , N • 2 ^0 ^ ^0-sin^o ^o + sin^o , .2^0 ^ /^r^ , «n/)2 

4(|x| + X ■ sm — < • h 24 sm — < (2Ci + 6)(Jq. 

2 



Lorsque {xl"^ + x ■ z > 0, on a évidemment 



260 - sin 2^0 
2^1 



2{\x\'^ + x-z) sin 6*0 > 



29o - sin 2^0 



261 



00 



> cJo > 0, VO < ^0 < TT. 



Donc, on a l'estimation cherchée. 



Lorsque |xp + x ■ 2; < 0, on constate d'abord que 



—X 



< -(|xp + X ■ = |x|(-— - ■ z - |x|) < 



X 



puis, par (15. 8p . que 
200 - sin 200 



291 



+ 2(|xp + X ■ z) sin I 



sm f/Q 



)) ~ 2(— |xp — X • 2) 



> (l--)sin^oH(^^o)>c^o. 



Ceci achève la preuve de flS.lip . 



5.4 Preuve du Lemme 15.31 

Lorsque < r < 1, il suffit d'utiliser le fait que les deux fonctions positives ^j^, 
1 — rcosa; sont strictement croissantes sur [0,7r). 
Pour — 1 < r < 0, il suffit d'observer que 

f^)'(l-^cosa;) = (l + r)f^)' + (-2r)f-i^)'. 
On a donc le Lemme 15.31 ■ 
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5.5 Preuve du Lemme 15.41 



Il suffit de montrer que < pour < a; < |, = 0, et > pour 

f < a; < TT. En fait, par un calcul simple, on a 



cosa; 



s • 2 

U'^ sm u 



2 00 . . 2 

u + — sm (2a;) — 2 sm u 



Notons 



T{uj) = o;^ + ^ sin {2u) — 2 sin^ w, < w < tt, 
il nous reste à montrer que T{u) > 0. Ce qui est vraie puisqu'on a 



r(0) = 0, T\uj) = 2uj + u cos {2uj) - - sin (2a;), 
T'(0) = 0, T"(a;) = 4sina;(sina; - a;cosa;) > 0, VO < a; < tt, 
en utilisant (15.6p . 



5.6 Preuve du Lemme 15.51 



Par le Lemme [531 et le fait que //(a; ■) est strictement croissante, il nous reste à montrer 
que \z = x' — x\ < 1. En fait, dans le cas oii \z\ < \x\, il suffit d'observer que 



1 > — > \x' — + 2x' ■ x{l — cosoj) > + 2|2:|(|a;| — |2;|)(1 — cosoj) > \z\ 



Dans le cas oii > on constate d'abord que 



|x'-zp + 2x'-x(l-cosa;) > 1 - 2|^(1 - ■pj)(l — cos u 



> z 



1 (1 — cosaj) 

2^ ' 



I |2 2 
\Z\ COS 



2' 



puis que 



1 > 



\x' — + 2x' ■ x{l — cosa;) 



> z 



2 2 



sm 2 



> \z\ 



On obtient donc le Lemme 15.51 



22 



6 Appendice I. Sur l'estimation ( 11.121 ) 



Dans les trois cas connus : les espaces euclidiens M", les groupes de Heisenberg M.{2n, 1) 
et les opérateurs de Grushin Aq, on peut vérifier que pour certaine U > 0, ïl existe une 
constante C{U) > telle que pour tout n assez grand, on a 

1 

["^ e-^^ig,g')dh>CiU)i-A)-^g,g'), VO < dK{g,g') < 1- (6.1) 
Jo 

Dès qu'on a l'estimation précédente, on obtient l'estimation f ll.l2p avec une certaine 
fonction (p{n). Par la structure de dilatation et "the Hopf-Dunford-Schwartz maximal 
ergodic theorem" , on a donc 

\\Mk\\l^^l^.oo < C(p{n). (6.2) 

Dans [20] et aussi dans cet article, l'idée de la démonstration de (16.11) est très naturelle : 
il suffit d'obtenir une estimation inférieure uniformément du noyau de Poisson. Cependant, 
ce n'est pas nécessaire : comme on a fait dans la démonstration, l'étape crucial se trouve 
à montrer qu'il existe deux constantes c, c' > telle que pour n assez grand, on a 

{-A)-H9,9') - {-AyU^^'-^^ig^g') > c'i-ArHg, g'), ^g ^ g'. (6.3) 

Pour vérifier l'estimation (16. 3 p dans le cadre de M", on peut utiliser l'expression ex- 
plicite de (-A)-^ et de {-A^h-^^^ {h > 0). Dans le cadre de Aq (resp. H(2n, 1)), 
il suffit de modifier un peu la preuve de la Proposition 13.11 de cet article (resp. de [20]). 
Dans [21], on utilisera les idées ci-dessus afin d'étudier la fonction maximale centrée dans 
le cadre des groupes de type Heisenberg. 

Ce sera beaucoup plus intéressant d'étudier l'estimation de type fl6.3p dans une si- 
tuation générale (avec n convenable). Sous les conditions de la propriété du doublement 
du volume et des estimations gaussiennes classiques du noyau de la chaleur, ce serait 
raisonable de croire que (16. 3p est satisfaite. 

De plus, sans utiliser la structure de dilatation, l'estimation (I1.12p doit s'interpréter 

par 



... n^^i, Jin)^\Big,h)\i-A)-H9,9')>0. 

n>3,h>Q,gj^g'eB{g,h) h 

Enfin, on insiste encore une fois : par notre connaissance, nous ne savons pas comment 
établir une estimation de type (11.101) dans le cadre des groupes de Heisenberg ou dans le 
cadre des opérateurs de Grushin. 



7 Appendice II. Les cas p > 1 

Pour p > 1, on a le résultat suivant : 
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Théorème 7.1 Pour tout 1 <p < +00, il existe une constante > telle qu'on a 

||M/||p< V/eL^ VneN*, (7.1) 

avec M = Mk ou bien M = Mec- 

Remarques. 1. On rappelle qu'une estimation de type (17.11) a été obtenue par Stein 
et Strômberg dans le cadre des espaces euclidiens pour la fonction maximale standard 
de Hardy-Littlewood (voir [32J ou bien [SU] et |SI]), et par J. Zienkiewicz dans le cadre 
des groupes de Heisenberg pour la fonction maximale définie par la distance de Carnot- 
Carathéodory ou bien par celle de Korânyi (voir ^^). Récemment, en utilisant l'idée 
principale de cet article, l'auteur a démontré l'estimation (17. ip dans le cadre des espaces 
hyperboliques réels ou complexes, voir [22] pour les détails. Il existe aussi d'autres résulats 
(partiels), voir par exemple |3]-[Z], [IS], [2S], [2S] et leurs références. 

2. Remarquons que c'est impossible d'établir une estimation de type (17. ip dans le cas 
général. Par exemple, pour tout n > 2 et tout 1 < po < +00, considérons x M.""^^ muni 
de la métrique hyperbolique dn 

2 /2 I / 1 2 

dH{{y,x), iy',x')) = arccosh ^ +^ 2yy' ' ' "^'^ ^ 

et de la mesure 

dfin,poiy,x) = y"2ï^^("-i)-i dydx, 

avec dx la mesure de Lebesgue sur M""-*^. On sait bien que (M^ x W^~^,d,dfin,po) est à 
croissance exponentielle du volume. Dans cet espace, M est borné sur pour p > po 
mais pas pour l < p < Po, voir p!8] pour les détails et pour plus d'exemples. 

3. L'idée de la preuve du théorème 17.11 provient de |22]. Pour expliquer à peu près la 
démonstration, on observe que 

i=l ' i=l 

ça nous conduit d'utiliser la séparation des variables et d'établir une estimation de type 

MKf{x,u) < cMm.(Mm/(-,m))(x), (7.2) 

oii la constante c > est indépendante de {n, f, {x, u)). 

Preuve du Théorème 17.11 II nous reste à démontrer ( 17.2p . Dès qu'on a cette esti- 
mation, par les Propositions 15. Il et 15.21 on a aussi Mccf < c' M^ni^M^f) ; ensuite, il suffit 
d'utiliser le fait que (voir [30], ou [3l], [32]) : 

Dans la suite, on donne la preuve de (17.2p . 
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Par la structure de dilatation, il suffit de démontrer que 
1 



Bk{{x,u), 1) Jbk{(x,u),1) 

En effet, par (12.61) . on a 
\f{x\ u) \ dx'du ■■ 



\f{x,u)\dxdu < cMr« MK/(-,n) (x 



(7.3) 



Bk{(x,u),1) 



\f{x', u) \ du 



dx' 



SRn(x,l) ^J2\u-u'\<y/{l-\x-x'\^)il+\x-x'\2) 

-\x- a;'|2)(l + \x - x'\^)M^f{x', u) dx' 



< 

'Sun (x,l) 

< 2(1 + |x|) 



a/1 — |x — x'\'^M^f{x' , u) dx', 



Bru {x,1) 



en utilisant (12.8p . 

(EZD et (1231) impliquent que 
1 



BkHx^u), 1) JBj,i{x,u),l 



\f{x', u') \ dx'du 



1) 



< 



a/1 — Ix — x'PMir/(x', u) dx' 



MM/(-,n)*<î>l (x), 



1 — I a: — x' P rfx' 



Sgri {X,l) 



$(x) = a/1 - |x|2xi3^„(o,i)(a;)( / a/1 - |x'|2(ia;' 



|/(x',M')|rfxW < SMMn Mk/(.,m) (x). 



avec 



Bun (o,l) 

qui est une fonction non-négative, radialement décroissante avec ||$||i = 1. Par la pro- 
priété élémentaire de MiRn, on a donc 

i / 

Bk{{x,u), 1) Jbi,{(x,u),1) 

Ceci achève la preuve du Théorème 17. 1[ ■ 

Vraisemblablement, en suivant l'idée ci-dessus, on peut étudier l'estimation de type 
(17. ip dans le cas où 

Ag = A^+\x\'^''-'^Au, (x,ï/) G M" X R"^, k,m,neW. 
Ce sera vraie au moins pour {m,k) fixé. 
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